
�������������������������������������������
����������������������������������

��������������������������������������

�����������

���������������������

��������

�������������������������������

����������

��������

�����������

����������������

������������������������������������������������

����������������������������

����������������������������

◼ ��������

�������������������������������������������������������������������������



��������

���������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������� ����������������

������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������� �������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������� ���������

��������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������� �����������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������� �����������������������

���������������������������������������������������������������������� “������”�������

“��������”������������������������������������������ ����������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������� ������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������

������������

������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������� ������������������������������������������

�������������������������������������������������������������� ���������������������������

�������������������’���������������������������������������������������� ������

����������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������� �����������������������������

�������������� �����������������������������������������������������������������������

����������������������������������� ���������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������� ������������������������

�������������������������������������������������� “���������”�����������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������

2 Interpreting ML coefficients 11.2.15 mainText.nb



����������� ��������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������� �������������������������������������������������

������������������������������������������������������������ ��������������������

������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������� ��������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������� ��������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������� ���

��������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������� ��������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������� ���������������

�����������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������� ����������������������������

������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������

Interpreting ML coefficients 11.2.15 mainText.nb 3



������������������������������

■ ��������

����������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������� ����

�����������������������������������������������������������������������������������������

���������������������� ��������������������������������������������������������������������

������������� ����������������������������������������������������������� ����������� ������

�����������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������� �������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������  = �� � �������������

�������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������

����������������������� ������������������������� � *�������������������������������

����������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������

������������������������������℘�����������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������ζ = � -℘����������������������

�������������������������������������� ≡ [ζ] ≡ [∏∈ ζ]����������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������

■ �����������������������

�����������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������

������������������������������(�)������������������������������������������������������������

4 Interpreting ML coefficients 11.2.15 mainText.nb



� � (�)������������������������������������������������������ �����������������������������

W

W
=

g' (X)

g (X)
≡ 1 + 

⊆Ω
a (ζ - D) (�)

����������ζ - ���������������� /�  = ��������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������ ��������������������

����������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������Ω�����������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������[�/�] = ����

����������������������������������������������������

Δp = D
 = 

⊆Ω
a D (�)

��������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������℘ = ������� = ��������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������

��������� = {�� �*}��

�������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������

Δp = ζ
W

W
 =


a D

(�)

������ = � � � ������������������������������������������������������������������������

������������������ � �����������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������

��������������������℘ = ��������� = �����������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������

����������≠���� �����≠�������� ��������������� = ����������������������

��������������������������������������������������������������������� = �������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������� �≠������������������������������������

Interpreting ML coefficients 11.2.15 mainText.nb 5



���������

■ ����������������������

��������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������� ��������������������

���������������������������������������������������������������������������������������

��������������� ��������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������

W

W
=
g' (X)

g (X)
≡ 1 + 

U
aU,∅ (ζU -DU) + 

V
a∅,V (ζV

* -DV
* )

+ 
U,V
aU,V (ζU -DU) (ζV

* -DV
* ).

(�)

�������������������������������������������������

�����������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������� ��������������

�������������������������������������������������������������������������������a��∅�����

�������������� �


∅�������������������������������������������

��������������������������

���������������������������������������������������������������������������������� = ��������

��������������������������������������������������������������

��∅�������


∅����

����������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������

��������������������������������������������������������������

aU,V = aU,V for U, V ≠ ∅

aU,∅ =

aU,∅ -
V≠∅

aU,V DV
* a∅,V = a∅,V -

U≠∅
aU,V DU

(�)

�����������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������

Δpi = 
U
aU,∅ DUi , (�)

�������

��∅����


��∅��


∅��������������������������������������������������������������������

���������������������������

��∅���


∅��������������������������������������������������������

��������������

������������������������������������������

6 Interpreting ML coefficients 11.2.15 mainText.nb



��������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������� �������������������������������������������

Δpp =


aU,∅ DpU (�)

�����������������������

����������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������⊆����

��∅≠���

�����������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������

������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������

��������

������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������

��������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������

�

��������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������

� �������������

�������������������������������������������������������

■ �����������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������

Interpreting ML coefficients 11.2.15 mainText.nb 7
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���������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������� �����������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������� “�������”���������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������

����’����������������������������������� = [�]����������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������

������������������������� “�������������”������������������������������������������

������������������������℘ =
�

�
���

����������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������“������”����“����”���������������������

������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������

W =

1 + bi,∅ (Xi - ωi) + b∅,i (Xi
* - ωi

*) + bi,i (Xi - ωi) (Xi
* - ωi

*)
(�)

�����������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������ω� ���ω�
*������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������ω�� ω�
*���������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������

����

�������������������������������������� �����

�����������������������������������

��������������������������������������������������������������������������℘�����������

�������������������������������������ω�����������������������������������������������������

��������Δ = � -ω���������������ζ = � - ����

W = 1 + bi,∅ (ζi + Δi) + b∅,i (ζi
* + Δi

*) + bi,i (ζi + Δi) (ζi
* + Δi

*) (�)
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������ = �+ ���∅ Δ� + �∅�� Δ�
* + ���� Δ� Δ�

*������� ���∅ = ���∅ + ���� Δ�
*��

� �∅�� = �∅�� + ���� Δ�� � ���� = ����������������������������������������������������������������

�

������������������������������������������������������������������������������������
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���������������������

��������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������α��������������������������������������������α�

����������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������℘ = ��

W = (1 - α) + α
Xi Xi

*

pi
+

1

qi
(1 - Xi) (1 - Xi

*)

=

(1 - α) + α
1

pi
(pi + ζi) (pi + ζi

*) +
1

qi
(qi - ζi) (qi - ζi

*)

= 1 +
α

pi qi
ζi ζi

*

(��)

���������������������∅ = �∅�� = ������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������

�������������������������������������������������������ω����������������������� ℘�

����������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������∅�����������

������������������������������������������ /� = �+ ���∅ + ���� Δ�
* ζ� /� ����������������

�� = ���∅ + ���� Δ�
* � �������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������

Δ�
* = ��

* -ω�
*�������������������������������������Δ�� = �� ��� = �� �� ���������������

��������������������������������������������������������������������������������������������
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��������������������������������� �������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������� ��������������������������

������������������������������������������������������������ ����������������������������

�������������������

W

W
=

1 +
V
a∅,V (ζV

* - DV ) +
p,V
a p,V (ζp - Dp) (ζV

* - DV )

(��)

���������������������������������������������

��∅��������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������

��∅������������������������������������������������ ��

����������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������������
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Xi X j Xk W /W

0 0 0 1 - ai jk pi p j pk - ai jk Di jk
1 0 0 1 + ai jk qi p j pk - ai jk Di jk
0 0 1 1 + ai jk pi p j qk - ai jk Di jk
1 0 1 1 - ai jk qi p j qk - ai jk Di jk
0 1 0 1 + ai jk pi q j pk - ai jk Di jk
1 1 0 1 - ai jk qi q j pk - ai jk Di jk
0 1 1 1 - ai jk pi q j qk - ai jk Di jk
1 1 1 1 + ai jk qi q j qk - ai jk Di jk
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